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Motivation - Fokus des heutigen Vortrags

Auszug aus den EIOPA-Leitlinien für die unternehmenseigene Risiko- und 

Solvabilitätsbeurteilung

Leitlinie 7 – Beurteilung des Gesamtsolvabilitätsbedarfs

1.19. Das Unternehmen sollte den Kapitalbedarf quantifizieren und die für die 

Adressierung aller wesentlichen Risiken benötigten sonstigen Mittel beschreiben, 

unabhängig davon, ob die Risiken quantifizierbar sind.

1.20. Gegebenenfalls sollte das Unternehmen die ermittelten wesentlichen 

Risiken einem ausreichend breiten Spektrum an Stresstests oder 

Szenarioanalysen unterziehen, um eine angemessene Grundlage für die 

Beurteilung des Gesamtsolvabilitätsbedarfs zu schaffen.

Leitlinie 13 – Verbindung zum strategischen Managementprozess und zu 

den Entscheidungsstrukturen

1.27. Das Unternehmen sollte die Ergebnisse der unternehmenseigenen Risiko-

und Solvabilitätsbeurteilung und die während des Prozesses dieser Beurteilung 

gewonnenen Einblicke zumindest in folgenden Bereichen berücksichtigen:

a) in seinem Kapitalmanagement;

b) in seiner geschäftlichen Planung;

c) bei der Entwicklung und Konzeption neuer Produkte.
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Motivation - Fokus des heutigen Vortrags

Erforderlich ist somit eine Vorgehensweise bei der

• die einzelnen Risiken anhand unterschiedlicher Methoden quantifiziert werden

• die Risikomessungen der Einzelrisiken zur Beurteilung des Gesamtsolvabilitätsbedarfs verwendet 

(also aggregiert) werden können

• die Risikomessung eine Grundlage für Steuerungsentscheidungen schafft

Inhalt des heutigen Vortrags:

• Wie kann die Risikoaggregation hierbei sinnvoll ausgestaltet werden?

• Wie lassen sich in diesem Kontext risikoübergreifende Szenarien gestalten?

Prämissen: 

• Die Risikoaggregation soll deterministisch und in der Struktur der „Wurzelformel“ erfolgen

• Optimierung eines Portfolios bzw. eines Mehrspartenunternehmens durch Steuerung von Volumina

• Im Fokus steht eher eine unternehmensspezifische Kalibrierung als eine universelle Standardformel

Gesamtrisiko

Vereinfachte Darstellung:

Risiko 1
(quantifiziert mittels 

Szenarioanalyse)

Risiko 2
(quantifiziert mittels 

Monte-Carlo-Simulation)

Risiko 3
(quantifiziert mittels 

Expertenschätzung)
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Literaturüberblick (1/2)

• Wurzelformel ist beliebt zur Aggregation von Risikomessungen (s. bspw. Hull 2018, Kap. 26.5)

• In Verbindung mit Pearson-Korrelationen kann sie das Gesamtrisiko falsch einschätzen (Pfeifer und Strassburger
2008, Li et al. 2015); gleiches gilt für Summation von Einzelrisiken (Li et al., 2015; Breuer et al. 2010)

• Auszug aus EIOPA (2014), „The underlying assumptions in the standard formula for the Solvency Capital 
Requirement calculation“:

• VaR-implizierte Korrelationen:

𝜌 =
VaR X + Y − VaR X 2 − VaR Y 2

VaR X VaR Y

gehen auf Campbell et al. (2002) zurück und wurden durch Mittnik (2014) bzgl. einer simultanen Schätzung für 
mehr als zwei Risiken verallgemeinert („State-of-the-Art“)
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Literaturüberblick (2/2)

• Zur Optimierung eines Portfolios (bspw. Spartenstruktur eines Unternehmens anhand von RORAC) 

sind Sensitivitäten des Gesamtrisikos – unter Berücksichtigung von Diversifikationseffekten – relevant:

– Sensitivitäten bzgl. Volumina (im Kontext homogener Risikomaße „Euler-Allokation“, s. Hull 2018, 

Kap. 26.6, Tasche 2008, Asimit et al., 2019; Boonen et al. 2017; im Kontext des DPO analog, siehe 

Myers/Read 2001, Erel et al., JFE 2015)

– Sensitivitäten zweiter Ordnung (Buch et al. 2011)

• Steuerungsimpulse aus der Wurzelformel:

– Chen et al. (JBF 2019) weisen empirisch nach, dass die Wurzelformel im US-amerikanischen “Risk-

Based Capital” (RBC) marginale Kapitalanforderungen verfälscht abbildet. Insbesondere wird der 

marginale Kapitalbedarf für festverzinsliche Wertpapiere unterschätzt und Versicherer haben durch

Fehlallokationen ihre Risikosituation verschlechtert

– Braun et al. (JRI 2017) veranschaulichen, dass die Solvency-II-Standardformel zu Anlageportfolien

abseits des effizienten Randes gemäß Markowitz’ Portfoliotheorie führen kann; eine Ursache ist die 

unzulängliche Abbildung von Diversifikationseffekten

– Weitere Arbeiten zu Steuerungsimplikationen aus der Standardformel: Christiansen et al. (2012), 

Fischer und Schlütter (2015), Gatzert und Kosub (2017), Braun et al. (2018)
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Wurzelformel und marginale 
Kapitalbedarfe (1/3)
• Beispiel: Modulebene der Solvency II Standardformel: 

Module SCR

Market 4343

Default 79

Life 884

Health 312

Non-life 3247

Pre Diversification 8865

Market Default Life Health Non-Life

Market 1 0.25 0.25 0.25 0.25

Default 0.25 1 0.25 0.25 0.5

Life 0.25 0.25 1 0.25 0

Health 0.25 0.25 0.25 1 0

Non-Life 0.25 0.5 0 0 1

Korrelationsparameter auf Ebene der Module:

R+V Gruppe, 31.12.2018

(in Mio. EUR)

=R

=x

Nach Diversifikation:

𝑥𝑇𝑅𝑥 = 6368

Diversifikationseffekt:

6368

8865
− 1 = −28%

Aus DZ Bank Geschäftsbericht 2018, Konzernlagebericht
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Wurzelformel und marginale 
Kapitalbedarfe (2/3)

• Marginale Kapitalbedarfe sind essentiell zur Portfolioanalyse. 

Grundgedanke: Wie verändert sich der diversifizierte Kapitalbedarf, wenn das Exposure zu einem

Risiko (bspw. Versicherungstechnik Nichtleben) marginal ausgeweitet wird?

• Definiere die Funktion (vgl. bspw. Gourieroux et al. 2000, Tasche 2008)

𝑔: 𝑢 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

→ 𝑢 ∘ 𝑥 𝑇𝑅 𝑢 ∘ 𝑥 = 
𝑖,𝑗=1

𝑛

𝜌𝑖,𝑗𝑢𝑖𝑥𝑖𝑢𝑗𝑥𝑗

• Sensitivität des diversifizierten Kapitalbedarfs bzgl. Exposure zu Risiko k:
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘
=

σ𝑖=1
𝑛 𝜌𝑖,𝑘𝑢𝑖𝑥𝑖

𝑢 ∘ 𝑥 𝑇𝑅 𝑢 ∘ 𝑥
𝑥𝑘

• Aus Eulers Theorem über homogene Funktionen folgt

ቮ

𝑘=1

𝑛
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘
𝑢= 1,…,1 𝑇

= 𝑥𝑇𝑅𝑥
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Module SCR Euler allocation Diversification benefit

Market 4343 3733 -14%

Default 79 38 -52%

Life 884 287 -68%

Health 312 80 -74%

Non-life 3247 2229 -31%

8865 6368 -28%

Wurzelformel und marginale 
Kapitalbedarfe (3/3)

• Beispiel (Forts.):

ቤ
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

=
σ𝑖=1
𝑛 𝜌𝑖,𝑘𝑥𝑖

𝑥𝑇𝑅𝑥
𝑥𝑘

Market Default Life Health Non-Life

Market 1 0.25 0.25 0.25 0.25

Default 0.25 1 0.25 0.25 0.5

Life 0.25 0.25 1 0.25 0

Health 0.25 0.25 0.25 1 0

Non-Life 0.25 0.5 0 0 1 =
0.25 ∙ 4343 + 0.5 ∙ 79 + 0 ∙ 884 + 0 ∙ 312 + 1 ∙ 3247

6368
∙ 3247

= 2229

Korrelationsparameter beeinflussen Euler-Kapitalallokation
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Forschungsfrage
Ziel: Kalibrierung der Wurzelformel für ein gegebenes Unternehmen bzw. Portfolio

Ist es möglich, die Wurzelformel so zu kalibrieren, dass sie die Steuerungssignale einer gegebenen 

„wahren“ Verteilung wiedergibt?

Technische Annahmen:

• ϱ ist homogen (bspw. Value-at-Risk oder Tail Value-at-Risk)

• 𝑓 ist zwei mal stetig differenzierbar

𝑔: 𝑢 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

→ 
𝑖,𝑗=1

𝑛

𝜌𝑖,𝑗𝑢𝑖𝑥𝑖𝑢𝑗𝑥𝑗

Risikomessung mit WurzelformelRisikomessung mit wahrer Verteilung

𝑓: 𝑢 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

→ ϱ 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑋𝑖 − 𝐸 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑋𝑖

ቤ
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

Sensitivitäten erster Ordnung (“Euler-Allokation”)

Sensitivitäten zweiter Ordnung

ቤ
𝜕𝑓 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

อ
𝜕2𝑓 𝑢

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢𝑙
𝑢= 1,…,1 𝑇

อ
𝜕2𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢𝑙
𝑢= 1,…,1 𝑇
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Lineare

Abhängigkeiten

Symmetrische

Randverteilung

Tail-

Abhängigkeiten

Schiefe

Randverteilung

Korrelationsparameter der Wurzelformel

Pearson-

Korrelation

VaR-implizierte Korrelation

(Campbell et al. 2002;

Mittnik, 2014)

„Sensitivitäts-implizierte“ 

Korrelation

(Paulusch und Schlütter, 2019)

Fall 1: Elliptische Verteilungen

Eigenschaften:

Fall 2: Nicht-elliptische Verteilungen

Eigenschaften:

Korrekt abgebildete Portfolien 

(im allg.)

Keine (s. bspw. Pfeifer und 

Strassburger, 2008), außer 

Einzelrisiken

n*(n-1)/2 Kalibrierungsportfolien

sowie alle Einzelrisiken 

Ein Kalibrierungsportfolio

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten erster Ordnung

Nein Nein Ja

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten zweiter Ordnung

Nein Nein Ja

Alle drei Konzepte führen zu identischen Parametern; 

Wurzelformel misst das Risiko aller Portfolien korrekt 

(s. McNeil et al. 2015)
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Konzepte

• VaR-implizierte Korrelation (vgl. Campbell et al., 2002; EIOPA 2014):
– Idee: Finde Korrelationsparameter sodass 𝑓 𝑢 = 𝑔 𝑢

– 𝑛 = 2, 𝑢 = 1,1 𝑇:

𝑥1
2 + 2𝜌1,2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 = VaR1−𝛼 𝑋1 + 𝑋2

֜𝜌1,2 =
VaR1−𝛼 𝑋1+𝑋2

2
−𝑥1

2−𝑥2
2

2𝑥1𝑥2

– Für 𝑛 > 2: Verallgemeinerung durch Mittnik (2014)

• Sensitivitäts-implizierte Korrelation (Paulusch und Schlütter, 2019):
– Betrachten hier der Einfachheit halber nur 𝑛 = 2, 𝑢 = 1,1 𝑇:

𝑥1
2 + 2𝜌1,2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 = VaR1−𝛼 𝑋1 + 𝑋2

֜𝑥1
2 + 2𝜌1,2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

2 = VaR1−𝛼 𝑋1 + 𝑋2
2

֜2𝜌1,2 =
𝜕2 VaR1−𝛼 𝑋1+𝑋2

2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

֜𝜌1,2 =
1

2

𝜕2 VaR1−𝛼 𝑋1+𝑋2
2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
=

1

2𝑥1𝑥2
ቤ

𝜕2 VaR1−𝛼 𝑢1𝑋1+𝑢2𝑋2
2

𝜕𝑢1𝜕𝑢2
𝑢= 1,1 𝑇
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Beispiel

• Situation:
– Betrachte n=2 unabhängige gammaverteilte Risiken mit 𝔼 𝑋1 = 𝔼 𝑋2 = 1, Var 𝑋1 = 2 und Var 𝑋2 = 0,5. 

– Stand-alone Kapitalanforderungen:

𝑥 =
6,879
2,715

– Wahre aggregierte Kapitalanforderung (analytische Berechnung möglich, siehe Moschopoulos 1985):

𝑓
1
1

= VaR99,5% 𝑋1 + 𝑋2 = 7,0565

– Wahre Euler-Allokation:

ቤ
𝜕𝑓 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

=
6,6523
0,4042

• Kalibrierung und Ergebnisse der Wurzelformel:

VaR-implizierte Korrelation

• Kalibrierung: Der Ansatz

𝜌 =
7,05652 − 6,8792 − 2,7152

2 ∙ 6,879 ∙ 2,715
= −0,1313

ergibt

𝑅 =
1 −0,1313

−0,1313 1

• Euler-Allokation:

ቤ
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

=
𝑅𝑥 ∘ 𝑥

𝑥𝑇𝑅𝑥
=

6,3593
0,6972

Sensitivitäts-implizierte Korrelation

• Kalibrierung: Der Ansatz

𝜌𝑖,𝑗 =
1

2𝑥𝑖𝑥𝑗

ቮ
𝜕2 VaR99,5% 𝑢1𝑋1 + 𝑢2𝑋2

2

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
𝑢= 1,1 𝑇

ergibt:

𝑅 =
1,0244 −0,0824
−0,0824 0,5958

• Euler-Allokation:

ቤ
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢𝑘 𝑢= 1,…,1 𝑇

=
𝑅𝑥 ∘ 𝑥

𝑥𝑇𝑅𝑥
=

6,6523
0,4042

Fehler:

-4,4% (Risiko 1)

+72,5% (Risiko 2)

korrekt



15

Theorem zu 
„Sensitivitätsimplizierten Korrelationen“

• Definiere

𝑔: 𝑢 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

→ 

𝑖,𝑗=1

𝑛

𝜌𝑖,𝑗𝑢𝑖𝑥𝑖𝑢𝑗𝑥𝑗

Es gilt

• 𝑔 1,… , 1 = 𝑓 1,… , 1

•
𝜕

𝜕𝑢𝑘
𝑔 1,… , 1 =

𝜕

𝜕𝑢𝑘
𝑓 1,… , 1 für alle 𝑘 = 1,… , 𝑛

•
𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢𝑙
𝑔 1,… , 1 =

𝜕2

𝜕𝑢𝑘𝜕𝑢𝑙
𝑓 1, … , 1 für alle 𝑘, 𝑙 = 1,… , 𝑛

𝜌𝑖,𝑗 =
1

2𝑥𝑖𝑥𝑗
ቮ

𝜕2 𝑓 𝑢
2

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
𝑢= 1,…,1 𝑇
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1.) Kalibrierung VaR-implizierter Korrelationen

• Beispiel: Kalibrierung der Matrix R für drei Risiken

𝑅 =

1
𝜌1,2 1

𝜌1,3 𝜌2,3 1

• Vorschlag von Mittnik (2014):

Betrachte (mindestens) drei linear unabhängige Portfolien 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3. 

Wähle die drei Korrelationsparameter so, dass der mittlere quadrierte Fehler der Wurzelformel 

minimal wird:



𝑖=1

3

𝑓 𝑢𝑖 − 𝑔 𝑢𝑖
2
→ min

Bspw: 𝑢1 =
1
1
1

, 𝑢2 =
1
1
0

, 𝑢3 =
1
0
1

; Risikomaß 99,5%-Value-at-Risk

Herausforderung: Wir benötigen zur Kalibrierung die 𝑓 𝑢𝑖 bzw.

VaR99,5% 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 , VaR99,5% 𝑋1 + 𝑋2 und VaR99,5% 𝑋1 + 𝑋3

Mögliche Vorgehensweisen zur Schätzung:

i. Aus historischen Daten

ii. Annahme von Randverteilungen und einer Pearson-Korrelationsmatrix 

(bzw. Copula) und anschließender Monte-Carlo-Simulation
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2.) Kalibrierung sensitivitätsimplizierter 
Korrelationen

• Ziel: Ermittlung von

𝜌𝑖,𝑗 =
1

2𝑥𝑖𝑥𝑗
ቮ

𝜕2 𝑓 𝑢
2

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
𝑢= 1,…,1 𝑇

• Ausgangspunkt ist so wie bei Vorgehensweise ii. der Vorseite, d.h. wir nehmen eine multivariate 

Verteilung an.

• Von hier aus sind zwei Wege möglich:

a. Wir ermitteln 𝑓(𝑢) anhand von Monte-Carlo-Simulationen.

Sensitivitäten werden numerisch ermittelt. Es wird also 𝑓 1,… , 1 ,𝑓 1 + ℎ,… , 1 , etc. aus der 

Simulation geschätzt. 

Zur Schätzung von Sensitivitäten erster Ordnung kann ggf. auf bestehende Methoden 

zurückgegriffen werden (s. bspw. Hong und Liu 2009 für Sensitivitäten des Conditional VaR)

b. Furman et al. (2019) schlagen die sogenannte Mixed-Gamma-Verteilung vor, welche praktisch 

jede multivariate Verteilung beliebig genau approximieren kann. Die Mixed-Gamma-Verteilung 

erlaubt eine analytische Darstellung von VaR1−𝛼 σ𝑘=1
𝑛 𝑢𝑘𝑋𝑘 , welche numerisch abgeleitet 

werden kann.



19

Agenda

Motivation – Wurzelformel und marginale Kapitalbedarfe

Korrelationsparameter in der Wurzelformel
• Konzepte
• Kalibrierung
• Fallstudie

Orthogonale Szenarien

Fazit



20

• n Sparten

• Schadenaufwand von Sparte i: 𝑢𝑖𝑋𝑖
• 𝑋𝑖 sind unabhängige gammaverteilte Risiken

• Isoelastische Versicherungsnachfragefunktion:

𝑢𝑖 𝑝𝑖 = 𝑛𝑖 ∙ 𝑝𝑖
𝜀𝑖 d.h.  𝑝𝑖 𝑢𝑖 =

𝑢𝑖

𝑛𝑖

ൗ1 𝜀𝑖

• Zielfunktion:

𝐸𝑉𝐴 𝑢1, … , 𝑢𝑛 = 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖 ∙ 𝑝𝑖 𝑢𝑖 − E 𝑋𝑖 − 𝑟ℎ ∙ VaR99.5% 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖 ∙ 𝑋𝑖 → max

• Sei 𝑟ℎ = 5% und 𝜀𝑖 = −9 für alle Sparten

• 𝑛𝑖 sind so kalibriert, dass 𝑢1 =. . . = 𝑢𝑛 = 1 für 
den wahren aggregierten VaR optimal ist

Anwendung: EVA-Maximierung

Analyse: Was ist das EVA-maximierende Portfolio falls der 

aggregierte VaR bestimmt wird anhand der

• wahren multivariaten Verteilung

• Wurzelformel mit VaR-implizierten Korrelationen

• Wurzelformel mit sensitivitäts-implizierten Korrelationen

Erwarteter Gewinn
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Szenario 1: Relevanz der Ableitungen 
erster Ordnung

• 𝑛 = 2 Sparten mit 𝔼 𝑋1 = 𝔼 𝑋2 = 1, Var 𝑋1 = 2 und Var 𝑋2 = 0,5.

• Bestimme den 99.5% VaR im EVA anhand der Wurzelformel:

sensi.-impl.

sensi.-impl.

sensi.-impl.

VaR-impl.

VaR-impl.

VaR-impl.
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Szenario 1: Robustheit bzgl. 
Kalibrierungsportfolio

Für alle betrachteten Kalibrierungsportfolios ist das Konfidenzniveau bei
sensitivitätsimplizierten Korrelationen näher an a als bei VaR-implizierten Korrelationen

True confidence level > 0.5%

True confidence level < 0.5%

True confidence level

< 0.5%

VaR-implied correlation matrix Partial-derivatives-implied correlation matrix

0.56%

0.54%

0.52%

0.50%

0.48%

0.46%

0.44%

Volume lob 1, u1 Volume lob 1, u1

V
o
lu

m
e
 l
o
b
 2

, 
u

2

A A

VaR-implied correlations Sensitivity-implied correlations
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Szenario 2: Relevanz der Ableitungen 
zweiter Ordnung

• 𝑛 = 3 Sparten, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 folgen gemischter Gammaverteilung mit Parametern

• 𝑛𝑖 sind so kalibriert, dass 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑢3 = 1 für den wahren aggregierten VaR optimal ist

• Wir fixieren 𝑢3 = 1 sodass 𝑢1 und 𝑢2 die einzigen Entscheidungsvariablen sind

• EVA-Funktion für wahren aggregierten VaR:

A

B

B
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Szenario 2: Relevanz der Ableitungen 
zweiter Ordnung

• Benchmark-Ansatz zur Kalibrierung der Wurzelformel: Bestimme Korrelationsparameter, sodass 

Wurzelformel die wahre Eulerkapitalallokation liefert

• Angenommen 𝑅 ist symmetrisch und hat Einsen auf der Diagonalen, gibt es drei freie Parameter:

𝑅 =

1 𝜌1,2 𝜌1,3
𝜌1,2 1 𝜌2,3
𝜌1,3 𝜌2,3 1

• Ziel: Wurzelformel soll die wahre Eulerkapitalallokation liefern:
𝜕𝑓 𝑢

𝜕𝑢1
𝜕𝑓 𝑢

𝜕𝑢2
𝜕𝑓 𝑢

𝜕𝑢3 𝑢= 1,…,1 𝑇

=

𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢1
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢2
𝜕𝑔 𝑢

𝜕𝑢3 𝑢= 1,…,1 𝑇

• Eindeutige Lösung für R:

𝑅 =
1 0.374 0.585

0.374 1 0.585
0.585 0.585 1
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Szenario 2: Relevanz der Ableitungen 
zweiter Ordnung

A

B

B

True risk distribution

A

Square-root formula in connection with

correlations implied by error minimization

A

Square-root formula in connection with

partial derivative implied correlations

Wahrer VaR

Wurzelformel,

R mit Einsen 

auf Diagonalen

Wurzelformel,

sensitivitäts-implizierte 

Korrelationen

𝑅 =
−0.181 1.421 0.748
1.421 −0.181 0.748
0.748 0.748 0.606
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Agenda

Motivation – Wurzelformel und marginale Kapitalbedarfe

Korrelationsparameter in der Wurzelformel
• Konzepte
• Kalibrierung
• Fallstudie

Orthogonale Szenarien

Fazit
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Szenariobasierte Risikomessung

• Angenommen, das wahre Risiko ist in Abhängigkeit von Volumina wie folgt gegeben:

𝑓: 𝑢 =

𝑢1
⋮
𝑢𝑛

→ ϱ 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑋𝑖

Risikomaß ϱ ist homogen, bspw. VaR oder TVaR

• Anstelle von 𝑓 𝑢 (oder ergänzend) soll eine szenariobasierte Risikomessung 𝑔 𝑢 erfolgen (aus 

Gründen der besseren Transparenz bzw. Kommunizierbarkeit, zur Validierung, etc.)

• Forschungsfrage: Wie sind die Szenarien zu gestalten, sodass 𝑔 𝑢 das wahre Risiko 𝑓 𝑢 möglichst 

gut widerspiegelt?
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Bestehende Ansätze zur Szenarioanalyse

• Ein Szenario ist ein Vektor 𝑥 ∈ ℝ𝑛, der Realisationen des Zufallsvektors 𝑋1, … , 𝑋𝑛
𝑇 widerspiegelt; 

entsprechend ist 𝑥𝑇𝑢 der Verlust des Portfolios mit Gewichten 𝑢 bei Eintritt des Szenarios

• Least Solvent Likely Event („LSLE“, McNeil und Smith, 2012):

– Zunächst wird eine Menge möglicher Szenarien definiert:

𝑆 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑥𝑇𝑢 ≥ ϱ 

𝑖=1

𝑛

𝑢𝑖𝑋𝑖 für alle 𝑢 ∈ ℝ𝑛

– Für ein Portfolio 𝑢 ∈ ℝ𝑛 ist das LSLE wie folgt definiert:

𝑥𝐿𝑆𝐿𝐸 = argmax
𝑥∈𝑆

𝑥𝑇𝑢

– Angenommen, dass 𝑓 𝑢 = ϱ σ𝑖=1
𝑛 𝑢𝑖𝑋𝑖 differenzierbar ist, gilt 𝑥𝐿𝑆𝐿𝐸 = 𝛻𝑓 𝑢

– Die Risikomessung mittels LSLE erfolgt per 𝑔𝐿𝑆𝐿𝐸 𝑢 = 𝑥𝐿𝑆𝐿𝐸
𝑇 ∙ 𝑢

• Hauptkomponentenanalyse („PCA“, s. bspw. Hull, 2018): Identifiziere Szenarien 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑚
mittels Spektralzerlegung der Kovarianzmatrix von 𝑋1, … , 𝑋𝑛

𝑇 und aggregiere die entsprechenden 

Verluste wie folgt:

𝑔𝑃𝐶𝐴 𝑢 = 

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑗
𝑇𝑢

2
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Beispiel

• Betrachte den Zufallsvektor 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3
𝑇, alle Randverteilungen sind zentriert sodass E 𝑋𝑖 = 0

– 𝑋1 ist lognormalverteilt mit Standardabweichung 2,15

– 𝑋2 ist gammaverteilt mit Standardabweichung 2,82

– 𝑋3 ist normalverteilt mit Standardabweichung 4

– Gauß-Copula mit Korrelationsmatrix 
1

−0,25 1
0,5 0 1

• Risikomessung: 𝑓 𝑢 = 𝑇𝑉𝑎𝑅95% σ𝑖=1
3 𝑢𝑖𝑋𝑖 . 

• Ausgehend von 𝑢 = 1,1,1 𝑇 erwägt das Unternehmen Änderungen der Exposures bzgl. Risiko 1 bzw. 2 

𝑓 1,1,1 𝑇 = 14,08

𝑓 2,2,1 𝑇 = 22,9

𝑓 0,5 , 2, 1 𝑇 = 19,55

𝑢1
𝑢2

𝑓 𝑢

𝑓 2 , 0,5, 1 𝑇 = 18,47

Wahrer TVaR
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Beispiel – LSLE gemäß McNeil und Smith

• LSLE-Szenario: 𝑥 =
3,97
4,11
6,00

• Somit 𝑔𝐿𝑆𝐿𝐸 𝑢 =
3,97
4,11
6,00

𝑇

∙ 𝑢 = 3,97𝑢1 + 4,11𝑢2 + 6,00𝑢3

𝑢1
𝑢2

𝑓 𝑢

𝑢1
𝑢2

𝑔𝐿𝑆𝐿𝐸 𝑢

𝑓 0,5 , 2, 1 𝑇 = 19,55

𝑔𝐿𝑆𝐿𝐸 0,5 , 2, 1 𝑇 = 16,2

Fehler: -17,1%

𝑓 1,1,1 𝑇 = 14,08

Wahrer TVaR LSLE

𝑔𝐿𝑆𝐿𝐸 1,1, 1 𝑇 = 14,08

Fehler: 0%
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Beispiel – PCA

• Risikomessung gemäß PCA (erste zwei Hauptkomponenten):

𝑔𝑃𝐶𝐴 𝑢 =
2,49
−0,26
8,48

𝑇

∙ 𝑢

2

+
−1,66
8,95
0,77

𝑇

∙ 𝑢

2

𝑢1
𝑢2

𝑓 𝑢

𝑢1
𝑢2

𝑔𝑃𝐶𝐴 𝑢

𝑓 1,1,1 𝑇 = 14,08

𝑓 2 , 0,5, 1 𝑇 = 18,47

𝑔𝑃𝐶𝐴 2, 0,5, 1 𝑇 = 13,47

Fehler: -27,1%

𝑔𝑃𝐶𝐴 1,1, 1 𝑇 = 13,4

Fehler: −4,8%

Wahrer TVaR PCA
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Beispiel – Orthogonale Szenarien gemäß 
Aigner/Schlütter

• Risikomessung mit zwei orthogonalen Szenarien:

𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 𝑢 =
5,73
−2,36
7,36

𝑇

∙ 𝑢

2

+
−0,61
9,12
0,60

𝑇

∙ 𝑢

2

𝑢1
𝑢2

𝑓 𝑢

𝑢1
𝑢2

𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 𝑢

𝑓 1,1,1 𝑇 = 14,08 𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 1,1, 1 𝑇 = 14,08

Fehler: 0%
𝑓 0,5 , 2, 1 𝑇 = 19,55

𝑓 2 , 0,5, 1 𝑇 = 18,47 𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 0,5, 2, 1 𝑇 = 18,1

Fehler: -2,1%

Wahrer TVaR Orthogonale Szenarien

𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 2, 0,5, 1 𝑇 = 19,3

Fehler: -1,1%
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Risikomessung mittels Szenarien

LSLE

(McNeil und Smith, 2012)

PCA

(s. bspw. Hull, 2018)

Orthogonale Szenarien auf 

Basis sensitivitäts-

implizierter Korrelationen

(Aigner und Schlütter, 2020)

Fall 1: Elliptische Verteilungen

Eigenschaften:

Korrekt abgebildete Portfolien 

(im allg.)

Das Kalibrierungsportfolio

Ja, sofern alle 

Hauptkomponenten einbezogen 

werden; andernfalls 

Approximation

Das Kalibrierungsportfolio

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten erster Ordnung

Ja Ja

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten zweiter Ordnung

Nein Ja, für alle Richtungsvektoren in 

der linearen Hülle der 

Szenarien

Fall 2: Nicht-elliptische Verteilungen

Eigenschaften:

Korrekt abgebildete Portfolien 

(im allg.)

Das Kalibrierungsportfolio Nein Das Kalibrierungsportfolio

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten erster Ordnung

Ja Nein Ja

Korrekte Abbildung von

Sensitivitäten zweiter Ordnung

Nein Nein Ja, für alle Richtungsvektoren in 

der linearen Hülle der 

Szenarien
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Vorschlag: Orthogonale Szenarien auf Basis 
sensitivitäts-implizierter Korrelationen

PCA

• Gewichtungsvektoren 𝑤1, … , 𝑤𝑚 ∈ ℝ𝑛 als Eigenvektoren 

der Kovarianzmatrix Σ; somit sind die Zufallsvariablen 
෨𝑋j=σ𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖,𝑗𝑋𝑖 orthogonal sind im Sinne der Kovarianz:

⟨ ෨𝑋k, ෨𝑋l⟩ = cov ෨𝑋k, ෨𝑋l

Vorschlag: Orthogonale Szenarien

• Suche Gewichtungsvektoren 𝑤1, … , 𝑤𝑚 ∈ ℝ𝑛, sodass die 

Zufallsvariablen ෨𝑋j=σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖,𝑗𝑋𝑖 orthogonal sind im Sinne 

der Bilinearform

෨𝑋k, ෨𝑋l =
𝜕2

𝜕ℎk𝜕ℎl
ϱ ተ

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 + ℎk ෨𝑋k + ℎl ෨𝑋l

2

ℎ𝑘=ℎ𝑙=0

und sodass 𝟙𝑛 ∈ span 𝑤1, … , 𝑤𝑚

• Im elliptischen Fall sind die Bilinearform und die Definition der Risikogewichte identisch

• Im Allgemeinen gibt 𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 𝑢 die wahre Risikomessung 𝑓 𝑢 im Kalibrierungsportfolio, alle partiellen Ableitungen ausgehend vom

Kalibrierungsportfolio sowie partielle Ableitungen zweiter Ordnung für Richtungsvektoren 𝑣1, 𝑣2 ∈ span 𝑤1, … , 𝑤𝑚 richtig wieder

• Bestimme Risikogewichte: 

𝑥𝑗
𝑃𝐶𝐴 = 𝑓 𝑤𝑗 ⋅

𝑤𝑗
𝑇Σ

𝑤𝑗
𝑇Σ𝑤𝑗

• Aggregiere die Szenarioverluste wie folgt:

𝑔𝑃𝐶𝐴 𝑢 = 

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑗
𝑃𝐶𝐴

𝑇
∙ 𝑢

2

• Aggregiere die Szenarioverluste wie folgt:

𝑔𝑂𝑟𝑡ℎ 𝑢 = 

𝑗=1

𝑚

𝑥𝑗
𝐴𝑆

𝑇
∙ 𝑢

2

• Bestimme Risikogewichte: 

𝑥𝑗
𝑂𝑟𝑡ℎ = 𝑓 𝑤𝑗 ⋅

𝑤𝑗
𝑇𝐻

𝑤𝑗
𝑇𝐻𝑤𝑗

⋅
𝑤𝑗
𝑇𝐻𝑤𝑗

𝑓 𝑤𝑗
2
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Fazit

• Ziel: Methoden zur Risikoaggregierung finden, von welchen sinnvolle

Steuerungsimpulse ausgehen

• Korrelationsparameter in der Wurzelformel:
– Durch VaR-implizierte Korrelationen als „State-of-the-Art“-Methode typischerweise Fehlbewertung marginaler 

Kapitalanforderungen

– Mit sensitivitäts-implizierten Korrelationen liefert Wurzelformel korrekte Sensitivitäten erster und zweiter 

Ordnung; recht robust wenn das aktuelle Portfolio vom Kalibrierungsportfolio abweicht

– Kalibrierung sensitivitäts-implizierter Korrelationen vergleichbar mit VaR-implizierten Korrelationen

• Ausgestaltung von risiko- bzw. segmentübergreifenden Szenarien:
– Vorschlag eines Maßes stochastischer Abhängigkeiten, welches die Kovarianz für nichtelliptische Verteilungen 

verallgemeinert

– Für Szenarien, die anhand des vorgeschlagenen Maßes orthogonal sind, können Verluste analog zur PCA 

aggregiert werden

– Anwender führt Risikomessung anhand geringer Zahl von Szenarien durch und erhält eine 

(im gegebenen Kontext) angemessene Beurteilung von Strategien
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit

Grundlage dieses Vortrags:

Paulusch, J. & Schlütter, S. (2019). Making the square-root formula compatible with capital allocation. 

ICIR working paper no. 33

http://www.icir.de/research/publications/working-paper-series/

Aigner, P. & Schlütter, S. (2020). Scenario-based Risk Measurement for Portfolio Management, work 

in progress

Gern können Sie mich für Anmerkungen und Rückfragen per E-Mail erreichen:

sebastian.schluetter@hs-mainz.de

http://www.icir.de/research/publications/working-paper-series/
mailto:sebastian.schluetter@hs-mainz.de
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